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RESUMEN

Los estudios sobre el Algebra Lineal han proliferado en los ultimos afios y denotan insuficiencias en el
aprendizaje de sus conceptos y en la resolucién de ejercicios en las carreras de ingenieria, lo que limita el
desempefio de los estudiantes en la solucién de tareas algebraicas. Este trabajo tiene como objetivo
presentar un manual de estudio de algebra lineal elaborado por profesores de la Universidad de Camagiey.
Este manual constituye una guia de estudio para los estudiantes de los cursos por encuentros de ciencias
técnicas en la asignatura de Algebra Lineal, siendo imprescindible para su utilizacion el libro de texto
“Algebra Lineal” de Maria Virginia Varela Marcelo, Leandro Suéarez Gandolff, Miriam Castro Garcia y
Gulnara Baldoquin de la Pefia. En general, este manual resume conceptos preliminares y fundamentales,
teoremas y corolarios, ejemplos propuestos y resueltos y ademas en cada uno de sus capitulos se
encuentran tres grupos de ejercicios, donde en el primer grupo siempre se retoma lo estudiado en ese
capitulo, en el segundo se ven ejercicios resueltos y ya en el tercero es una guia de ejercicios para resolver
por los estudiantes, donde la complejidad de estos va en aumento paulatinamente.

Palabras claves: algebra lineal; tareas algebraicas; conceptos; estudios independientes.
ABSTRACT

Studies on Linear Algebra have proliferated in recent years and denote shortcomings in the learning of their
concepts and the resolution of exercises in engineering careers, which limits the performance of students
in solving algebraic tasks. The aim of this work is to present a study manual of linear algebra designed by
professors of the University of Camagtiey. This manual is a study guide for the students of blended learning
programs of technical sciences in the subject of Linear Algebra, being essential for its use the textbook
“Linear Algebra" by Maria Virginia Varela Marcelo, Leandro Suarez Gandolff, Miriam Castro Garcia and
Gulnara Baldoquin de la Pefia. In general, this manual summarizes preliminary and fundamental concepts,
theorems and corollaries, proposed and solved examples and also in each of its chapters there are three
groups of exercises, where in the first group the aspects studied in that chapter are always repeated, second
are solved exercises and already in the third is a guide of exercises to be solved by the students, where the
complexity of these is gradually increasing.

Keywords: linear algebra; algebraic tasks; concepts; independent studies.
1. INTRODUCCION

A través de la utilizacion de diferentes técnicas y métodos de la investigacion se han detectado
insuficiencias en los procesos de formacién de los estudiantes de las carreras universitarias especialmente
en las de ingenieria, se ha constatado que en ocasiones presentan dificultades para interpretar, operar con
los objetos, aplicar y comunicar los conocimientos matematicos a diversas situaciones profesionales y de
la vida. En muchas ocasiones obedece a que se privilegia lo instructivo muy por encima de lo educativo y
lo desarrollador y no se aprovechan adecuadamente las potencialidades que la actividad propicia para
generar un aprendizaje activo y reflexivo en el que el alumno se vea compulsado a desplegar sus mejores
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posibilidades cognitivas en funcién del logro de un fin determinado. Ademas, los cambios tecnolégicos,
culturales y sociales que han ocurrido en las Ultimas décadas demandan una nueva manera de proceder
en las aulas. Este nuevo escenario ha producido modificaciones en los planes de estudio de las
universidades, encaminadas a garantizar la formacion de un profesional mas competitivo, con una amplia
movilidad ocupacional, con altas posibilidades de insertarse en el mundo laboral, de la ciencia y de la
tecnologia; lo cual significaria garantizar un graduado con una elevada y sélida formacion, capaz de
superarse constantemente, comunicarse, generar ideas y resolver los problemas cientificos y sociales de
su profesion.

2. METODOLOGIA

Este manual de estudio va dirigido principalmente a los estudiantes que se encuentran en la modalidad de
cursos por encuentros, y dentro de esta a los que se encuentran estudiando carreras de ciencias técnicas;
en la asignatura de Algebra Lineal es imprescindible el uso del libro de texto “Algebra Lineal” de Maria
Virginia Varela Marcelo, Leandro Suarez Gandolff, Miriam Castro Garcia y Gulnara Baldoquin de la Pefia.
En este tipo de trabajo, el marco metodolégico es relativamente sencillo porque no se utilizan encuestas,
entrevistas, datos obtenidos en el campo, por basarse en modelos tedricos no estadisticos. Por tanto, no
existen formatos para encuestas, ni entrevistas, ni tiempos. Las fases estuvieron determinadas sélo por la
disponibilidad de la informacion.

3. RESULTADOS Y DISCUSION

Este manual, siguiendo la estructura y orden del libro de texto antes mencionado, se realiz6 con la idea e
intencién de que los alumnos estuvieran mas cerca del contenido a estudiar, pero a su vez que les fuera
mas accesible y entendible los contenidos que se van impartiendo a lo largo de la asignatura; ademas se
han agregados ejemplos resueltos y propuestos que no vienen en el libro de texto y que tienen una relacion
mas directas con las carreras técnicas, es decir, ejercicios propios de las especialidades técnicas, digase,
electricidad, mecénica, veterinaria, quimica, etc.

Este consta de los siguientes capitulos:

Capitulo 1: “Sistemas de ecuaciones lineales y matrices.”; este tema esta divido en 6 epigrafes, en los
cuales se abordan los contenidos relacionados con sistemas de ecuaciones lineales (SEL), clasificacion y
su representacion matricial, se abordan ademas las matrices, asi como determinar el determinante de una
matriz cuadrada y las transformaciones elementales.

Capitulo 2: “Espacios vectoriales reales.”; cuatro epigrafes forman este tema, donde se abordan los
espacios vectoriales reales y subespacios, ademas los espacios vectoriales espaciales y se culmina el
tema con las combinaciones lineales (C.L.).

Ejemplo Resuelto de Combinacion Lineal
Datos: escalares y vectores de la C.L.
Incégnita: vector resultante
x=(1-12);y=(213);z=(-1,2,3)
Hallar 2x — y + 4z

Aqui se puede observar que 4, =2, 1, = -1y 1; =4y que solo tenemos que sustituir a los vectores x, y
y z para obtener el vector resultante:

2x —y+4z

=2(1,-1,2) - (2,1,3) +4(-1,2,3)
=(2,-2,4)-(2,1,3) + (—4,8,12)
=(Q2-2-4,-2—-1+84-3+12)
=(—4,5,13)
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Luego 2x —y +4z = (—4,5,13)

Capitulo 3: “Espacios vectoriales de dimension finita.”; la dependencia lineal, los subespacios generados,
las bases y dimensiones, las coordenadas de un vector y la matriz de cambio de base son los aspectos
abordados en este tercer capitulo.

Capitulo 4: “Aplicaciones lineales.”; en este Ultimo capitulo se habla de las aplicaciones lineales, de las
matrices asociadas a estas, su representacion matricial, los subespacios asociadas a dicha aplicacion y
por ultimo los endomorfismos diagonalizable.

Método para probar que una aplicacién es lineal
Determinar cuél es el espacio de partida E.
Tomara € E,be E,A€R.
Calcular A, y a + b.
Hallar f(a), f(b), f(Ao) Y f(a + D).
Calcular Af (a) y f(a) + f (D).
*f(Aa) = Af (a)
*f(a+b) = f(a) + f(b)

f:R? - R?
(a,b) ~ (=b,a)
y por eso tomamos dos elementos de R?, a = (x;,x,) Y b = (y1,¥,) Yun 1 € R.

Calculamos
Ao = Axy, x2) = (Axy, Axy)
a+b=(x;,x) + (v, ¥2) = (g +y1,%2 +¥2)
Hallamos
f(a) = f(xy,x2) = (—x2,%,)
f(b) = f(y1,¥2) = (=y2,31)
fQa) = fQxy, 2x3) = (—Axp, Axy)
fla+b) =fl+y,%+y,) = (==, % + 1)
Af (@) = A(=x3, ;) = (—Ax,,Ax4)
f(@) + £(b) = (=x3,%1) + (=y2,¥1) = (=x,=y, % + 1)
Y probamos que
* f(la) = Af(a) = (_sz;lx1) = (_AxZIAxl)
*fla+b) =f(a)+ f(b) = (—x2—y2, X, + y1) = (=x2=Y2, %, + 1)
Luego f es una aplicacién lineal.
Nota: observe que en forma general todas las operaciones que hemos hecho para determinar se f lineal
se deducen de las condiciones de linealidad.
f(Aa) = 2f (a)
fla+Db) =f(a)+f(b)
Segun el método, primero determinamos quien es a y b, hallamos 1, y a + by después encontramos cada
uno de los miembros de I y I1, para por ultimo comprobar si I y II se cumplen.

Determinar si
Ejemplo:

Para probar que la aplicacién es lineal, vemos que el espacio vectorial de partida es R?

Cada capitulo presenta conceptos preliminares que se ocupan de recordar aquellos contenidos necesarios
para comprender el tema abordado en las clases. Conceptos fundamentales que hacen referencia a los
conceptos, métodos de trabajo y resimenes més importantes del tema, ejemplificando en cada caso.
También se encuentran orientadas tareas de estudio independiente a los temas mas amplios y complejos,
a realizar por los estudiantes auxilidndose del libro de texto.

En cada capitulo al final tenemos tres grupos de ejercicios:

Grupo | se dan las respuestas utilizando los métodos, conceptos y resimenes dados en forma detallada.
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Ejemplo resuelto (Capitulo 1)
Represente en forma matricial los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.
a) x—2y+3z=2
—-x+y—z=0
b) x;+2x, —2x;+x,=1
X, —5x3 +6x, =2
X, +3x, —8x3+7x, =3
x; +4x, —13x; +13x, =5

Respuesta:
1 -2 3\(N\_(2
D (5 7 ) <3Z’> = (o)
12 =21 X1 1
b) 01 -5 6 X21_[2
1 3 -8 7 J\X%xs 3
1 4 -13 13/ 5

Ejemplo resuelto (Capitulo 3)
Encuentre las coordenadas del vector X = (1,3,0) de R? en la base 4 = {(1,1,0)(0,1,2)(2,0,4)} de R3.
Para obtener las coordenadas de un vector en una base, basta con expresar el vector como combinacion
lineal de la base, por tanto:
,(1,1,0) + a,(0,1,2) + a5(2,04) = (1,3,0)
a, +2a; =1
ata,=3 =
2a, +4a; =0

10 2 .1 10 2 .1 10 2 1
110.3)-{01 -2 . 2|]-|l0 1 -2 2
0 2 4 .0 02 4 .0 0 0 8 -4

a, +2a;=1 a3=—1/2
a-203=2> 4 =1

8a; = —4 a, =2
2
Portanto: X, =| 1
_1/
2

Grupo Il los ejercicios pueden resolverse en el trabajo independiente de los estudiantes, utilizando como
base orientadora los conceptos, métodos y resimenes, asi como, los ejercicios del Grupo |.

Ejercicio propuesto (Capitulo 2)

Determine si cada uno de los siguientes conjuntos es un SEV de E.
T={(xy) ER?/x+y=0}LE=R?

R={(x,y,2z) eR3/x = y?},E =R

S = {at2 +bt+§,b,c ERAa+b= l},E = polinomios grado < 2
P={(x,y,2) ER3/x+2z2=0Ay =0}LE =R3

L= {((cl Z)/ a,b,c,de Ra+d= O},E = matrices cuadradas de orden 2

Q={(a,bc)eR3/a<1},E=R3
C={(x,y,2) ER3/a+b+c=0}E=R?
I ={(a,b) € R?*/a —2b = 1},E = R?
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Determinar los valores propios, los vectores propios y los subespacios propios de los siguientes
endomorfismos: (Capitulo 4)

f(a,b) = (2a + 2b,a + 3b)

f(a,b,c) =(2a + b +3c,b + 3c,2c)

f(a,b,c) =(a+b,2a,c—b)

f(a,b,c) = (b,c,a —3b +3c)

10 -1
M=|1 2 1
2 2 3

1 2 2
]=<O 2 l)
-1 2 2

30 5
(15
00 7
20 00
(o2 0o
W=lo o0 1 1
00 -2 4

Seleccione, si es posible, una base propia, la matriz diagonal asociada y si son diagonalizable cada uno de
los casos del ejercicio anterior. (Capitulo 4)

Grupo I el grado de complejidad de los ejercicios aumenta, ya aqui el estudiante debe dominar
perfectamente los métodos, conceptos y resiimenes del temay debe analizar cuidadosamente el enunciado
de cada ejercicio. Es importante que antes de resolver este grupo de ejercicios se estudie cuidadosamente
el primer grupo y se resuelva el segundo. Este grupo 3 en cada capitulo cierra con una serie de preguntas
a responder por el estudiante donde revisa y consolida lo estudiado en el tema.

Ejercicio propuesto (Capitulo 1)

Calcule el valor de Z utilizando el método de Cramer si
—2x—4y+3z=-2

3x+y=3

5x +4y —2z=5

Ejercicio propuesto (Capitulo 3)
Conteste verdadero o falso. Explique.

a) El sistema A = {a,} c R3 es siempre L. 1.
b) El sistema de vectores A = {a,, a,,a;} € R? es siempre L.D..
c) Si el nimero maximo de vectores L.I. de A ={a,,a,, a3 a4,as} € R® es 3, entonces B =

{ai,a,,a3,as} c AesL.I.
d) SiA={ay,a, a;} c R3 entonces:

) dim S(4) > 2
ii) A es una base de R?
ii) dim S(A) < 3
e) SiA c R®yel#maximo de vectores L.I. de A es 4, entonces:
i) A es una base de R*
i) dim S(4) = 4
i) A es una base de R®
f) SiB={x,x,x}cR*yBesL.I, entonces:
i) dimS(B) =4
i) dim S(B) > 4
ii) dim S(B) < 4

9) Si A = {a,, a,,a;} es una base de R® y x = a, + a, entonces B = {a,, a,, x} €s una base de R3.
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Ademas, se orienta estudiar por el texto algunos aspectos fundamentales antes de resolver los ejercicios
del Grupo Il y/o del Grupo llI.

A continuacién, relacionamos unos ejemplos de la aplicacion que tiene el adlgebra en las diferentes carreras
gue se cursan en las universidades y que forman parte de este manual.

Ejemplo (edades):
Hace 8 afios la edad de Alberto era triple que la edad de Bernardo, y dentro de 4 afios la edad de Bernardo
serd los g de la edad de Alberto. Hallar las edades actuales.

Ejemplo(fisica):
Un bote que navega por un rio recorre 15 kildmetros en 1; horas a favor de la corriente y 12 kilémetros en
2 horas contra la corriente. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad del rio.

Ejemplo(quimica):

Parte del propulsante empleado en una etapa de las misiones Apolo a la Luna fue un 6xido de nitrégeno,
el tetroxido de nitrégeno (N,0,). Uno de los combustibles utilizados en ese propulsante fue la hidracina
(N,H,). La combustién produjo principalmente nitrégeno y agua. La ecuacién quimica de este proceso
resulté N,H, + N,0, - N, + H,0

Se pide balancear esta ecuacion.

4. CONCLUSIONES

Se han mostrado algunos ejemplos, que en nuestros cursos nos demostraron el potencial de los ejercicios
relacionados con las carreras en cuestién, que ademas sirven como motivadores para el aprendizaje del
algebra lineal. La resolucion de estos ejercicios ha sido usada en trabajos practicos correspondientes a la
asignatura a diferentes niveles, abarcando desde los docentes en postgrados hasta los estudiantes de
ultimo afio en diferentes carreras. Se ha puesto de manifiesto su efecto motivador y cabe sefalar que los
resultados son totalmente practicos y que solo buscan aportar al conjunto de ejercicios necesarios para
usarse en clases y trabajos practicos. Este trabajo busca también que en los cursos de Algebra Lineal se
incorporen més aplicaciones como las que se presentan. Los célculos pueden realizarse haciendo uso de
programas tales como Matlab o por medio de calculadoras cientificas, las cuales tienen importantes
aplicaciones para el estudio de cursos de ingenieria.
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