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RESUMEN

Una de las competencias fundamentales que deben adquirir los estudiantes con el desarrollo del proceso
de ensefianza aprendizaje de las matematicas superiores es la de graficar, entendida en su sentido méas
amplio. En particular, y aunque muchos softwares permiten obtener la grafica de una funcidn real de una
variable real, cuando se revisan programas y textos se observa que sigue siendo relevante la tarea de
hacerlo con lapiz y papel, para lo que se requiere esbozar la grafica a partir de las informaciones que
aportan la propia funcién y sus derivadas primera y segunda. Este proceso resulta complejo porque precisa
obtener muchos resultados que deben integrarse coherentemente. Si bien existen metodologias en los
libros que orientan cémo llevarlo a cabo, la realidad es que subsisten dificultades. Por lo tanto, el objetivo
de este trabajo es proporcionar un medio interactivo sobre esta tematica, que pueda contribuir al desarrollo
de las habilidades que permitan a los estudiantes trazar la gréfica de una funcién. Consta de siete
presentaciones de Power Point en formato pps vinculadas entre si, formando un hipertexto. La metodologia
de trabajo se aplica a ocho funciones, que de conjunto son portadoras de todas las caracteristicas posibles;
de cada una se investigan trece aspectos (dominio, asintotas, extremos, etc). La gréfica se construye paso
a paso y en cada momento se anticipan resultados y comportamientos sobre la base de la informacion
disponible. Se corrigen errores e insuficiencias de una version del trabajo que se ha utilizado durante los
ultimos quince afios.
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ABSTRACT

One of the fundamental competences that students must acquire with the development of the teaching-
learning process of higher mathematics is to graph, understood in its broadest sense. In particular, and
although many softwares allow to obtain the graph of a real function of a real variable, when revising
programs and texts it is observed that the task of doing it with pencil and paper is still relevant, for which it
is required to sketch the graph from the information provided by the function itself and its first and second
derivatives. This process is complex because it requires obtaining many results that must be integrated
coherently. Although there are methodologies in the books that show how to carry it out, the reality is that
difficulties remain. Therefore, the objective of this work is to provide an interactive medium on this subject,
which can contribute to the development of skills that allow students to plot the graph of a function. It consists
of seven PowerPoint presentations in pps format, linked together, forming a hypertext. The work
methodology is applied to eight functions, which together are carriers of all possible characteristics; of each
one, thirteen aspects are investigated (domain, asymptotes, extremes, etc). The graph is constructed step
by step and in each moment results and behaviors are anticipated based on the available information. Errors
and inadequacies of a version of the work that has been used during the last fifteen years are corrected.

Keywords: to graph functions; interactive medium; competences.
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1. INTRODUCCION

En su tesis doctoral Rall Delgado defiende que en los cursos de Célculo Diferencial en una variable —
componente clave de las disciplinas de Matematica Superior que forman parte de los curriculos de muchas
carreras universitarias— todos los problemas que se consideran se pueden clasificar en cuatro categorias
béasicas: aproximar, optimizar, graficar y comparar (Delgado, 1999).

Se pueden aceptar como validos los argumentos que alli expone y asumir lo mismo, o se puede tratar de
fundamentar la inclusion de alguna otra categoria para rebatirlo, pero lo cierto es que en cualquiera de esos
problemas que se considere, son importantes todas las circunstancias que lo rodean, porgue su resolucion
requiere y moviliza una amplia variedad de herramientas, conceptos y procedimientos, que se tienen que
integrar con mucha coherencia para llevarlo a término satisfactoriamente, lo que supone un profundo
ejercicio de andlisis y de sintesis, que a la larga tiene repercusion significativa en el proceso de formacion
de cada profesional, al margen del quehacer matematico de que se trate, sin ignorar lo que es esencial: la
importancia intrinseca que tiene la resolucién de estos problemas, tanto al interior de la Matematica como
en sus multiples aplicaciones.

Aungue la graficacion con tecnologia es una realidad que marca tendencia en la actualidad, caracterizada
por el creciente uso y la proliferacion de dispositivos de la més diversa naturaleza en manos de los
estudiantes, asi como por la disponibilidad de softwares y aplicaciones para ese propésito, es un hecho
gue todavia se considera que es relevante desarrollar la capacidad de hacerlo con lapiz y papel. Es la
situacién que se presenta en cualquier otro nivel de ensefianza, con otros contenidos; a fin de cuentas,
todavia se procura que los nifios y jévenes aprendan a localizar en un mapa y a realizar las més diversas
operaciones por si mismos, aunque ciertamente las aplicaciones en los celulares, u otros dispositivos, lo
hagan mas rapido y mejor; parece que no se renunciara a tratar de lograr que los nifios y jovenes del futuro
desarrollen aprendizajes como esos.

Al revisar libros de texto y programas de disciplinas de Matemética Superior, incluso en las versiones mas
recientes, se obtiene evidencia que recalca la importancia que se concede a la capacidad de graficar a
mano. En calidad de ejemplo puede servir o que sucede en Cuba, donde en muchas carreras se ponen en
practica nuevos planes de estudio. En particular, en el Plan E de la carrera de Ingenieria Industrial, en el
punto 3.5.4, al declarar los contenidos de la disciplina Matemética Superior, especificamente donde se
relacionan los conocimientos esenciales a adquirir, se sefialan las aplicaciones de la derivada al trazado
de gréficas. Esto se precisa al incluir, entre las habilidades principales a dominar, la de aplicar la derivada
al trazado de la gréafica de una funcién de una variable real (Cuba. Ministerio de Educacion Superior, 2018).
El problema relativo a la construcciéon de la grafica de una funcién real de una variable real, dada la
expresién analitica que la define, usualmente esta incluido en una asignatura de primer semestre de primer
afio, de manera que el estudiante que tiene que hacerlo lleva apenas unos meses en la universidad o bien,
con la clara intencion de retornar a este hecho mas adelante, con otra formulacién: hace meses, quiza
muchos meses o incluso afios, él estaba en un aula de preuniversitario o alguna otra entidad educativa de
nivel similar, de manera que se ha estado enfrentando a unos contenidos que sisteméticamente le estan
imponiendo el reto de usar herramientas y conocimientos que estudié durante su formacién previa.
Atendiendo a la relevancia del proceso de construir la grafica de una funcién a partir de las informaciones
gue de ella se obtienen, asi como de las que aportan sus derivadas primera y segunda y reconociendo que
puede resultar complejo para muchos estudiantes, se presenta un medio interactivo que sirve de apoyo
para esa tarea. No se ignora que en los textos disponibles existen metodologias adecuadas, como la que
se encuentra en el libro Célculo con Trascendentes Tempranas (Stewart, 2009), que es el texto basico en
Cuba para las carreras de Ciencias Técnicas, que orientan a los estudiantes sobre los pasos a seguir para
construir la grafica de una funcién, sefialando en cada uno qué caracteristicas o propiedades se deben
determinar y como ellas se reflejan en la grafica. No obstante, todas esas metodologias, a fin de cuentas,
contienen esencialmente la misma secuencia de trabajo y utilizan las mismas herramientas, de manera que
no es esa la direccién en la que apunta la propuesta que se hace.

En el trabajo que se presenta, se aprovechan las posibilidades de animacién de Power Point para elaborar
un tutorial, en la forma de un hipertexto con muchas prestaciones y facilidad de acceso a las mismas, lo
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que le confiere un grado de interactividad que facilita el trabajo con él, y cuya utilizacion sistematica puede
favorecer el desarrollo de las habilidades que se requieren para lograr en muchos estudiantes la capacidad
de construir la grafica de una funcion con lapiz y papel, ademés de que los archivos que lo forman pueden
servir como bibliografia complementaria cuando se trabajen los conceptos y procedimientos que después
se requieren para la construccion de una grafica.

2. METODOLOGIA

El trabajo es un hipertexto, que actualiza una version anterior en uso desde el afio 2004 en la Universidad
de Las Tunas y otras instituciones, que sirve como medio de apoyo para la graficacién con lapiz y papel.
Para su elaboracion se mantiene la filosofia de trabajo, caracterizada por el hecho de conseguirse un medio
interactivo en el que se aprovechan las posibilidades de animacion de las versiones de Power Point desde
la xp hasta las més recientes. Se utilizan sisteméticamente hipervinculos y acciones condicionadas, dando
a los estudiantes y sus profesores muchas posibilidades para su empleo en distintas circunstancias y
ambientes de aprendizaje. Consta de un archivo principal y seis secundarios, todos en formato pps.

3. RESULTADOS Y DISCUSION

Antes de precisar las caracteristicas y funcionamiento del medio que se presenta, y de tratar de justificar
el porqué de su creacion, y antes de exponer el papel que podria desempefiar como apoyo al trabajo de
los estudiantes para graficar con lapiz y papel, en lo que sigue se sefialan algunas de las causas que se
considera estéan provocando las insuficiencias que manifiestan los estudiantes cuando enfrentan esa tarea.

Dificultades a la hora de graficar a mano y algunas posibles causas

Conseguir un esbozo satisfactorio de la grafica de una funcion, en particular de alguna que en su expresion
analitica contenga expresiones con funciones trascendentes, es una tarea que puede resultarle muy
compleja a una parte considerable de los estudiantes, lo que se manifiesta en las dificultades que se
detectan durante el trabajo en el aula, la revision de la actividad independiente y la ejecucion del sistema
evaluativo.

Una causa que se puede sefialar para tratar de explicar esas dificultades esta en la complejidad intrinseca
para graficar, motivada quiza por el propio hecho, ya sefialado, de requerir de una amplia variedad de
herramientas de analisis, tanto a nivel elemental, a partir de la propia expresion que define a la funcion,
como las que implican el calculo y uso de las derivadas primera y segunda, con el propésito de determinar
caracteristicas, propiedades y comportamientos de la funcién que son relevantes en su grafica, lo que a su
vez precisa de muchos conceptos, que no siempre se han aprendido o interpretado correctamente, pero
gue tienen que recuperarse para aplicarlos.

En relacion con los argumentos anteriores, sefialar que en algunos trabajos de investigacion se resaltan
dificultades que tienen los estudiantes para transferir resultados entre los distintos registros semiéticos de
representacion de objetos mateméticos, una teoria desarrollada por Raymond Duval (citado por Macias,
2014), como son para una funcién la representacion analitica, la tabular o numérica y la grafica.

Esa teoria puede explicar el hecho hipotético, pero mucho més frecuente de lo que se pudiera desear, de
un estudiante que tiene ante si la gréfica de una funcién elemental basica, como puede ser f(x) = cos x,
por ejemplo, y pregunta qué valor toma en x = 0, o en algun otro argumento axial (como son n/2, «, etc.);
lo hace porque no tiene desarrollada la capacidad para transferir la informacién disponible desde el registro
grafico al analitico o numérico.

En el caso de los estudiantes cubanos de preuniversitario que luego acceden a los cursos diurnos, la
existencia de la prueba de ingreso de Matematica, la preparacion rigurosa que para enfrentarla lleva a cabo
la generalidad de ellos, el interés de sus familias y de las instituciones educativas, asi como de la sociedad
en su conjunto, deberian ser factores que favorecieran sus desempefios en las asignhaturas con contenido
matemaético, incidiendo después a favor de la capacidad para construir una grafica con lapiz y papel.
Desafortunadamente, ese no es el caso en muchos de ellos, ni siquiera en los que ingresan a la universidad
apenas cuatro meses despueés de esa prueba.
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Entender por qué esa es la situacion, con relacién al poco dominio de habilidades y otras carencias de
conocimientos para el trabajo matemético, pudiera explicarse comparando las materias que se evallan en
esa prueba de ingreso, con las teméticas y conocimientos que se tienen que recuperar prioritariamente
para poder comprender y operar con los contenidos mateméticos que usualmente se desarrollan durante
el primer semestre de primer afio: funciones y sus limites, derivadas e integrales.

La realidad es que el 60% del contenido de la prueba de ingreso de Matemética, por lo menos, no cae
dentro de esas prioridades. Entre estos contenidos estan los elementos de Geometria Plana y del Espacio
y los problemas que conducen a sistemas de ecuaciones lineales. Esto a su vez determina que cada nueva
prueba mantenga la estructura inalterable, lo que promueve que la preparacion sea cada vez mas
especifica y orientada a anticipar lo que saldra en ella.

Es posible que exista otro problema asociado con la prueba de ingreso de Matemética, y también con las
de Historia y Espafiol. El grado 12 en el preuniversitario deberia contribuir esencialmente a asegurar una
base minima de conocimientos y habilidades para trabajar con ellos, con la mira puesta en el éxito del
estudiante en el primer afio de la universidad. Lo que parece estar sucediendo es que la mayor parte del
tiempo se dedica exclusivamente a asegurar una base suficiente de conocimientos y habilidades para que
el estudiante sea exitoso en esas pruebas; y ello no estd mal, es natural que sea asi y es responsabilidad
de todos trabajar por conseguirlo; no obstante, ya se hicieron consideraciones en el caso de la prueba de
Matemética para mostrar que este Ultimo éxito no necesariamente implica al primero.

El estudiante de primer afio universitario tiene entonces que recuperar o activar por si mismo (o, en el mejor
de los casos, con poca ayuda) contenidos que recibi6 hace mucho tiempo, porque se lo demanda la
Matemética que esté recibiendo, pero que no fueron objeto de preparacion suficiente, porque no estaba
claro si saldrian o no en la prueba de ingreso o porque se conoce que nunca salen. Por eso quizé no los
consider6 importantes y prefirié enfocarse (o lo enfocaron) en la igualdad de triangulos y los semejantes,
las tangentes a una circunferencia y el teorema de Tales, el teorema de las tres perpendiculares y los
problemas que conducen a sistemas de ecuaciones lineales, todos contenidos importantes pero que, en
genral, no son relevantes para el trabajo con las funciones y sus limites, las derivadas y las integrales.

Si uno busca a lo largo de su desempefio profesional las veces que enfrentd una situacién de la practica
gue se modele con uno de esos problemas, pero genuino, de verdad, es posible que aparezca el cero o un
natural muy pequefio. En las disciplinas donde se utilizan los sistemas de ecuaciones lineales, lo cierto es
que ellos se plantean de manera natural al aplicar ciertas condiciones, de manera que lo esencial deberia
ser lograr la capacidad de resolver sistemas, no de plantearlos a partir de situaciones completamente
alejadas de la realidad, aunque en ellos se aparenta todo lo contrario cuando se formulan.

En resumen, es un hecho que la formacién matemética que poseen muchos estudiantes cuando ingresan
a una carrera universitaria no es suficiente para enfrentar los requerimientos que impone la matematica
gue se estudia en este nivel, situacidn que no parece mejorar con el paso del tiempo. Este es un problema
multicausal y que se asume no esta resuelto, de manera que lo Unico que cabe es tratar de hacer las
correcciones que sean posibles en cada situacion.

La propuesta que se hace en este trabajo es coherente con esta Ultima posibilidad. Con ella se pretende
hacer una contribucién que redunde en la mejora del desempefio matematico por parte de los estudiantes
que cursan el primer afio en alguna carrera que lo requiera; en particular, en el desarrollo de las habilidades
gue le permitan la construccion de la gréfica de una funcién real de una variable real.

Con bastante certeza, se puede asegurar que el estudiante que domine y aplique todas las herramientas
necesarias para trazar satisfactoriamente la gréfica de una funcion, estard practicamente dominando la
totalidad de los conceptos y procedimientos para operar con ellos que usualmente se le exigen después
de un curso de Célculo Diferencial en una variable, asi como apropidndose de una filosofia de trabajo.

Concepciéon de un medio interactivo como apoyo a la graficacién con lapiz y papel

El medio que se presenta es una actualizacién de un hipertexto, un tutorial para graficar con lapiz y papel,
gue se ha estado utilizando en los dltimos 15 afios, elaborado por el autor principal de este trabajo. En él
se aprovecharon las posibilidades de animacién y otras prestaciones de la versién xp de Power Point, las
gue se mantienen o mejoran en las posteriores.
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Ese trabajo, que se pretende mejorar, utiliza numerosos hipervinculos y desencadenadores de acciones
posibles con este software, lo que le permite al usuario acceder con comodidad a otras multiples opciones.
Consta de dos archivos, graficacion.pps y aspectos.pps, y contiene las graficas de 8 funciones, construidas
paso a paso, con todo detalle, ademés de otras prestaciones. No obstante, su disefio en diapositivas con
formato 4:3, asi como las fuentes y colores utilizados podian mejorarse, aparte de contener algunos errores
gue debian corregirse. Por lo tanto, el propésito fue el de conseguir un disefio mas atractivo, con mejores
colores y opciones de acceso, en un formato 16:9, asi como eliminar los errores que fueron detectados en
el trabajo con esa version original.

La version que se presenta utiliza las mismas funciones, porque son portadoras de las caracteristicas que
puede poseer una funcién elemental, de modo que hay diversidad en los trece aspectos que se consideran
(dominio, simetria, periodicidad, interseccién con el eje de las y, ceros, sigho, asintotas verticales, oblicuas
y horizontales, monotonia, extremos, concavidad y puntos de inflexion), asi como en la forma en que cada
uno de ellos se determina o se puede determinar. En la tabla 1 aparecen sus expresiones analiticas.

Tabla 1. Funciones cuyas graficas se construyen. Fuente: Elaborada por los autores.
X 2 x*+1 41Inx
= e— — — — _
19 =Gy f)=e f) =— o)==
f(x) = xex [ = -2e | fa) =3 —w ) = oven

La propuesta se materializa con siete archivos en formato pps. De estas presentaciones, la principal es
graficas.pps, que consta de nueve diapositivas. En la figura 1 aparece una imagen de la primera, aunque
no es asi como se observa al abrirla, sino después de acceder a la ayuda (con clic en ?), al menu con los
trece aspectos que se pueden considerar para trazar una gréfica (clic en @), y al menu con las expresiones
analiticas de las funciones que forman la tabla 1 (clic en f(x)).

Fuente: Elaborada por los autores con Power Point.
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Figura 1.Imagen de la diapositiva de apertura de graficas.pps luego de acceder a todas su prestaciones.

Se observa, en la imagen de esa diapositiva en la figura 1, que se puede optar por seleccionar uno de los
aspectos en la barra a la derecha para obtener la informacion que esté disponible sobre él, que es bastante,
o una de las funciones para ver el proceso de construccién de su grafica. Esas expresiones analiticas de
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las funciones estan precedidas por un botén con una pequefia imagen de su grafica (se aspira a que ello
se perciba; por lo menos esa fue la intencion al disefiarlos), que es una informacién inicial muy valiosa que
puede tomarse en cuenta para decidir elegir una u otra funcién.

En cada una de las restantes ocho diapositivas se construye paso a paso la grafica de una de las funciones.
Como una forma de presentar las prestaciones y posibilidades del medio que se propone, lo que a su vez
permite exponer la metodologia y filosofia de funcionamiento y de trabajo que lo caracteriza, se describira
a continuacion el proceso de construccion de la grafica de la funcién racional cuya expresién analitica esta
arriba a la izquierda en la figura 1 (también ocupa esa posicién en la tabla 1); en lo adelante se le llamara
ejemplo 1. En la figura 2 se incluyen imégenes de la diapositiva dos durante la ejecucién de graficas.pps,
que es la que se destiné para la construccién de la gréafica de esa funcién.

Fuente: Elaborada por los autores con Power Point.
2. o (4 o

4
fe) = Gt22 ECHEN |

Punto de minimo: x=0

XZ
0=

Dominio: D= {veR: x=-2} Dominio: D= {veR: x=-2}
. . Andlisis de la monotonia:
Simetria: /() 10 es par i impar Simetria: /() 10 es par i impar

fix) crece en (=5, ~2)

Interseccion con el gje y: (0.0) Interseccion con el gje y: (0.0)

Cero: x=0 Cero: x=0

Signo: f(x) = 0 para todo x< Dy Signo: f(x) = 0 para todo x< Dy

Asintota vertical: x=-2

Asintota vertical: v=-2 Hacia arriba en (. ~2)
cin 2.1
Hacia abajo en (1, +)

Asintota horizontal: y=1

Asintota horizontal: y=1

Punto de inflexion: (1. 1/9)

== x x¥=-2 &
No hay partes de la gréfica por debajo del eje de las x porque f(x) = 0 para todo x en el dominio Dy No hay partes de la grifica por debajo del eje de las x porque f(x) = 0 para todo x en el dominio Dy

Figura 2. Imagenes parcial y final de la diapositiva dos de gréaficas.pps durante la graficacion del ejemplo 1.

Una cuestion a resaltar en la imagen a la izquierda en la figura 2 es la ayuda visible, lo que indica que se
activo el boton correspondiente situado encima (para cerrarla se hace clic en el situado abajo a su derecha).
También se puede observar que se accedié al menu con las funciones, formado nuevamente con imagenes
de sus gréficas. Notar que se identifica la que se esta construyendo con un disefio distinto.

Constituyen la ayuda varias orientaciones para el trabajo, que se enumeran para facilitar la referencia a
ellas durante el andlisis.

1. Utiliza el teclado o has clic para iniciar o continuar.

2. Accede a informacion situando el puntero sobre un aspecto o sobre algin elemento gréfico (esta
Gltima informacion puede modificarse a lo largo del proceso de trazado).

3. Con clic sobre un aspecto se obtiene més informacion.
4. Para mas ejemplos, has clic en f(x).

Las orientaciones 1 y 4 no requieren precisiones. La 2 es clave porque permite acceder a informacion
analitica complementaria a la que se observa en esa imagen. Como se indica en ella, se sitia el puntero
sobre el aspecto Dominio, por ejemplo, en el que aparece el dominio de definicion de la funcién cuya grafica
se esté construyendo, que en este caso es el conjunto D = {xeR: x = -2}, y como resultado de ello aparece
en pantalla el siguiente texto de caracter inferencial, no confirmatorio:

Inferencias: 1) La funcién es discontinua en x = —2; la paralela al eje y por x = -2 es posible

asintota vertical de la gréafica, que consta de dos tramos continuos. 2) La funcién no es par ni impar.

3) La gréfica corta al eje y pues 0 esta en el dominio.

Notar que se plantean o anticipan los comportamientos que cabe esperar si ese es el dominio, no se dan
argumentos para justificar por qué es ese conjunto; informacién en este sentido se obtiene con clic sobre
el Dominio (ver la orientacion 3 de la ayuda), que tiene insertado un hipervinculo para abrir el archivo
grafll.pps. Al hacerlo, esta presentacion se abre precisamente en la diapositiva en la que se determina el
dominio de la funcién de ese ejemplo 1 (ver figura 3). Se aclara que la posibilidad de mostrar informacion
en pantalla, posible para cualquier hipervinculo, es la que permite exponerla como se indica en la ayuda.
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Fuente: Elaborada por los autores con Power Point.

/7 o

Dominio de definiciéon de una funcién elemental y = f(x) Dominio de definiciéon de una funcién elemental y = f(x)
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Es el conjunto formado por todos los mimeros rales para los cuales Ia expresion =i
analitica que define a la funcién tiene sentido, lo que significa que un nimero real
* pertencce al dominio si al evaluar la funcién en x se obtiene un nimero real, al

igual que en cualquier operacién parcial que se haya realizado o planteado conx.

Es ¢l conjunto formado por todos los nimeros reales para los cuales la expresion
analitica que define a la funcién tiene sentido, lo que significa que un nimero real
x pertenece al dominio si al evaluar la funcién en x se obtiene un mimero real, al
igual que en cualquier operacion parcial que se haya realizado o planteado conx.

El dominio de la funcion

o
G
== e
BEMPLO2 es el conjunto Dy={x € R: x #—2}.pues es una funcion racional fraccionaria y
por eso esta definida en cada nimero real ¥ que no anula a su denominador, siendo

amenven: RS

EEMPLO1

BEMPOS  x=-2el imico nimero donde (x +2)? toma el valor cero. Se puede expresar como

una union de intervalos y también como una diferencia de conjuntos:

BEMPLOS. - = (0,2 U (2. +0) = R\{-2}

EEMPL07

EempLos = o Six=0noestienal dominio, la grifica de a funcion en cuestion no corta al efe de lasy. e

Figura 3. Imagen de grafll.pps (izquierda) al abrirlo con clic en el Dominio de la funcién del ejemplo 1.

En el fichero graf11.pps se trabajan los aspectos Dominio e Interseccién con el eje y. Para ello se destinan
9 diapositivas a cada uno; la primera (la décima) trata, ademas de la definicién del concepto, que se incluye
en todas, cuestiones a tener en cuenta y toda la informacion que se consideré conveniente proporcionar
para ayudar en la determinacién del dominio de definicién (o de la interseccion con el eje de las y, sies la
diapositiva 10) de una funcidn, asi como posibles consecuencias para algunos casos particulares. Como
muestra, se transcribe la informacién sobre el dominio, visible con clic en el botén superior (observar que
contiene la frase ATIENDE A, como se aprecia en la imagen a la derecha en la figura 2. Esta opcion esta
disponible para los otros doce aspectos en ese menu):

Para una funcion elemental y = f(x) es comun que el dominio esté formado por un intervalo o una
unién de intervalos disjuntos; en cada uno y = f(x) es continua y su grafica consta de tantos tramos
continuos como intervalos disjuntos de amplitud méaxima se unen para formar el dominio.

Para funciones que se definen por un cociente, prestar atencion a los nimeros que anulan al
denominador. Estos nimeros, caso de existir, no forman parte del dominio.

Para funciones en cuyas expresiones aparecen logaritmos tener presente que sus argumentos tienen
que ser positivos, de manera que valores de x que conducen a un argumento negativo o nulo de algin
logaritmo no forman parte del dominio.

Para funciones en cuyas expresiones aparecen raices de indice u orden par, las cantidades subradicales
no pueden ser negativas, de manera que aquellos nimeros para los que tales cantidades resultan
negativas no forman parte del dominio.

Si el dominio no es simétrico con respecto al punto x = 0, la funcidn en cuestion no es par ni impar.
Si x = 0 no est4 en al dominio, la gréfica de la funcidn en cuestién no corta al eje de las y.

En cada una de las restantes diapositivas de grafll.pps, de la 2 a la 9, se determina el dominio de una de
las funciones cuyas expresiones analiticas aparecen en la Tabla 1. Se reitera que en la diapositiva 10 se
comienza el trabajo con la interseccion con el eje y (el concepto se define en todas; la 10 contiene su
ATIENDE A). En las diapositivas de la 11 a la 18 se determina este aspecto a cada una de las funciones.

Con el propésito de precisar la l6gica de funcionamiento de estos archivos, se insiste en que al ejecutar el
archivo grafl1.pps, él se abre en la diapositiva cuya imagen esté situada a la izquierda en la figura 3, en la
que si se explica con todo detalle por qué el dominio es el conjunto Ds = {xeR: x = —2}; esto sucede asi
porque se accedi6 desde este Dominio, que aparece durante el proceso de construccién de la gréfica de
la funcion del ejemplo 1 del archivo gréficas.pps. A la derecha en esa figura aparece la imagen de la primera
diapositiva, a la que se accede luego de un clic en el boton superior, que contiene el texto ATIENDE A.

Existen ficheros similares graf22.pps, graf33.pps, graf55.pps y graf66.pps, cada uno también para trabajar
con dos conceptos, con la misma estructura, similares opciones y filosofia de funcionamiento, a los que se
accede desde alguno de los aspectos que se haya determinado para alguna de las funciones en el archivo
graficas.pps (también se puede acceder entre ellos). Los restantes tres aspectos (solo uno, asintotas, pero
se consider6 conveniente tratar cada tipo por separado: vertical, horizontal y oblicua) se desarrollan en el
archivo graf44.pps, el Gnico que tiene 27 diapositivas, 9 para cada asintota posible.
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Si la apertura de uno de estos ficheros se hizo para complementar la informacién que se tenia sobre uno
de los aspectos (ese hipotético aspecto corresponde al Dominio en la descripcion que se viene realizando)
lo natural, una vez obtenida esa informacién, es regresar para continuar observando el proceso de
construccion de esa grafica; para hacerlo basta cerrarlo con clic en el boton destinado para ello, situado
arriba a la derecha, inmediatamente debajo del titulo Gréficas. Otra opcidn es utilizar el botén al mismo nivel,
a laizquierda, para "regresar". El entrecomillado significa que lo que se consigue con clic sobre ese botdn
realmente es el cierre del archivo, no un regreso, aunque ello sea lo que se aparente, porque no habria
forma de saber a donde hacerlo, toda vez que el archivo desde el que se esta tratando de regresar pudo
haberse abierto desde muchas ubicaciones distintas.

Adema4s, indicar en relacién con esos ficheros, que la barra a la derecha, un menu que se observa en las
dos imégenes que forman la figura 3 (también esté disponible en graficas.pps, como se puede apreciar en
la figura 1), permite acceder a cualquiera de los trece aspectos para el andlisis del comportamiento de una
funciéon que fueron relacionados. El cambio de disefio en el botén que corresponde al Dominio que se
aprecia en esas imagenes precisa que ese es el concepto que se esta trabajando. Con clic en algin otro
botén de esa barra se puede acceder a otro concepto, que siempre se abre en la diapositiva en la que se
presenta informacion que facilita el trabajo con él (corresponde al ATIENDE A), como en la figura 4, en la
gue se pueden ver las imagenes de las diapositivas de apertura de los archivos graf.22.pps y graf44.pps
cuando se abren desde ese mend.

Fuente: Elaborada por los autores con Power Point.

9; 4 ; . ’ 9; /7 g .
Asintota vertical de la grifica de una funcion y = f(x)

Ceros de una funcién elemental y = f{(x)

El nimero real x, es un cero de una funcién y=/(x) si pertenece a su dominio y al La paralela al eje de las ordenadas (eje de las y) por el punto de coordenadas (xy, 0)

evaluarla en este nimero el resultado es cero; es decir, se cumple que /(xo) = 0. Por es una asintota vertical de la grafica de la funcion y =/(x) si es infinito su limite
- e para x —> x Puede suceder que solo sea infinito uno de los limites laterales de f(x)
en x;; es asintota vertical derecha (izquierda) si f(x) > cuandox -, (x %)

o tanto, los ceros de la funcién y=7(x) son las soluciones reales de la ecuacion
f(¥)=0 que pertenecen a su dominio.

anenvea: IS

pa se pu sentido dela concavidad d
, Eomae de situada a su ci, para 1 > ¥
entonces (1) = 0.

Figura 4. Imagenes de las diapositivas de apertura de graf22.pps (izquierda) y de graf44.pps.

Resta terminar la descripcion de la orientacién 2, que es clave en la filosofia de trabajo, por lo que se reitera
a continuacion, donde se resalta en cursiva la parte que no se ha explicado:
2. Accede a informacion situando el puntero sobre un aspecto o sobre algin elemento gréfico (esta
Gltima informacion puede modificarse a lo largo del proceso de trazado).
La Tabla 2 contiene las tres informaciones asociadas al punto (0, 0) en el ejemplo 1; una de ella ser4 visible
al situar el puntero en él, lo que depende del momento en que se haga, asi que el punto (geométrico) tiene
gue estar visible, hecho que ocurre luego de la interseccion con el eje y; asi se mantiene luego de eso.

Tabla 2. Orientacion 2 de la ayuda (puntero sobre el origen). Fuente: Elaborada por los autores.
La interseccion de la gréfica Como f(0) = 0y la funcién es Minimo local y absoluto de f(x). La
conelejedelasyesel positiva a ambos lados de x = 0, se concavidad esté dirigida hacia arriba en
origen de coordenadas. sigue que x = 0 es punto de minimo x = 0yenun intervalo al que
Como también f(0) = 0, se local y absoluto de f(x). La gréfica pertenece este nimero. De la
sigue que x = O también es | desciende hasta (0, O) por la izquierday | informacion disponible se sigue que
un cero de la funcion. La asciende a la derecha desde este punto. existe un punto de inflexion
gréfica pasa por este punto. La derivada esnulaen x = 0. correspondiente a algiin x > 0.
Visible desde I,, hasta el Signo Visible desde el Signo hasta el Minimo Visible desde el Minimo usando f'(x)
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Es claro que la primera informacién a la izquierda en la tabla 2 deja de aparecer una vez precisado el signo,
de la misma forma que la del centro deja de verse, aunque se pase el puntero por el punto correspondiente
al origen, para dar paso a la informacion a la derecha luego que se haya confirmado el minimo con ayuda
de la derivada. Para conseguir esta funcionalidad se condiciond la aparicion en momentos adecuados de
pequefios circulos transparentes e insertando a cada uno un hipervinculo (a la propia diapositiva, para que
no hubiera efecto indeseado alguno en caso de un clic involuntario), de manera que solo sirvi6 para generar
la informacién en pantalla que es posible en todo hipervinculo.

Al analizar las modificaciones que se producen en las informaciones asociadas al origen (0,0) en el caso
del ejemplo 1, se puede exponer la concepcién para la construccién de una gréfica de que es portadora la
propuesta que se hace, en la que predomina el enfoque de utilizar toda la informacién disponible en un
contexto para anticipar comportamientos potencialmente posibles y coherentes con esa hipotética
informacion. Observar que se anticipa que existe el minimo en x = 0 sin utilizar la derivada, solo del
conocimiento del signo de la funcién, aunque la derivada esta implicita; se sefiala que se debera anular en
este namero, lo que de hecho constituye un indicador para el control y la regulacién. Luego, sin utilizar la
derivada segunda, se informa sobre la concavidad y se pronostica la existencia de un punto de inflexion,
en algun punto a la derecha de x = 0, a partir del conocimiento de que en este Ultimo se alcanzé el Unico
minimo, junto con el comportamiento de la gréfica con respecto a la asintota horizontal para x — +co.

En la imagen que esta a la derecha en la figura 2, que culmina la construccion de la grafica del ejemplo 1,
se pueden sefalar varias partes con informacion asociada, similar a la que se ha descrito, aunque ya esa
es informacion final que eventualmente modific6 alguna otra, posible en algiin paso anterior a la conclusion
del proceso de construccion. En las cuatro ramas de la grafica con comportamiento asintético, en las dos
asintotas, asi como en todas las expresiones analiticas hay informacién a la que se accede o se puede
acceder con el simple acto de situar el puntero sobre ellas.

Disponibilidad y uso del medio

El medio no esta disponible fuera de la Universidad de Las Tunas, por el momento, toda vez que se quiere
evitar que suceda como en la version anterior, en la que se comenz6 a utilizar antes de su puesta a punto,
con versiones incompletas que escaparon al control del autor, que no consideré conveniente trabajar en su
perfeccionamiento dada la difusién en muchos lugares de versiones inacabadas o con errores. Por ejemplo,
en 2010 se recibié una solicitud de una profesora de la Universidad de La Habana para colocarlo en un
sitio Web que utilizaria en un experimento para su investigacién conducente al doctorado. Entre 2014 y
2016 el propio autor constaté copias entre profesores y estudiantes en la Republica de Angola.

Para la puesta a punto de esta versién, que se pretende sea mejor, se esta coordinando con instituciones
con las que mantiene cooperacion el departamento de Matematica de la Universidad de Las Tunas, como
son el CEMAT, de la Universidad Tecnolégica de la Habana (cujae), y la Universidad de Moa, para
conseguir una revision exhaustiva del medio que permita minimizar errores y carencias, asi como para
evaluar sugerencias.

4. CONCLUSIONES

En el trabajo se presenta un hipertexto concebido para favorecer el aprendizaje por parte de los estudiantes
de la construccién de la grafica de una funcién a partir de las informaciones que ella aporta, junto con las
gue provienen de sus derivadas primera y segunda, que es uno de los problemas principales que se tratan
de resolver en los cursos que incluyen el Célculo Diferencial para funciones reales de una variable real, y
gue es requisito de aprendizaje en muchas carreras. Son cuestiones a resaltar las siguientes:

1. Seevidencian carencias en la formacion matemética de muchos de los estudiantes que ingresan cada
nuevo curso a carreras que la requieran, lo que limita, en particular, sus posibilidades para el desarrollo
de las habilidades para la construccién de la gréfica de una funcién con lapiz y papel. Ello conforma
un problema multicausal, que se asume que no esta resuelto y que requiere de un trabajo integral
para enfrentarlo, que incluya medios adecuados.

2. Se presenta Graficas, un medio interactivo que se pone a disposicién de estudiantes y profesores.
Actualiza una version anterior, que se ha estado utilizando en los dltimos 15 afios. En Gréficas se
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utilizan sisteméticamente las posibilidades de trabajo y animacién de las versiones de Power Point
desde la xp hasta las més recientes. Consta de siete archivos, siendo el principal gréficas.pps, desde
el que se accede a los restantes. En él se grafican con todo detalle ocho funciones, las que de conjunto
son portadoras de las principales caracteristicas que puede poseer una funcién y se explotan todas
las variantes posibles para determinarlas, para lo que se anticipa la informaciéon que es posible
determinar en cada momento del proceso a partir de los hechos ya disponibles.

3. Los seis archivos que contienen una revision detallada de trece conceptos, cada uno de los cuales se
define, comenta y aplica en las ocho funciones incluidas en la propuesta, para totalizar 104 ejemplos
resueltos, pueden ser utilizados como medios al margen del proceso de trazado de una gréafica, lo que
apunta a otros posibles usos de parte de ellos en el nivel universitario y en los precedentes al superior.
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