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RESUMEN
El objetivo principal de este trabajo es el estudio de una clase de problemas de contorno compuesto
para la ecuación de Dirac homogénea en dos y tres dimensiones donde una de las condiciones de
contorno (la de conjugación lineal) es cargada. Aquı́ se muestra como la ausencia de conmutatividad
inherente en el producto cuaterniónico, paradójicamente relaja las condiciones que garantizan la so-
lubilidad de los problemas considerados. Se presentan algunos ejemplos que ilustran los resultados.

PALABRAS CLAVE: Problemas de Riemann-Hilbert, Análisis Cuaterniónico.

Compound Boundary Value Problems in Complex and Quaternionic Analysis

ABSTRACT
The aim of this paper is the study of a class of compound boundary value problems for the homoge-
neous Dirac equation in two and three dimensions where one of the two boundary conditions (linear
conjugation) is loaded. It is shown how the lack of commutativity inherent in the quaternionic product,
paradoxically relaxes the conditions to guarantee the solvability of considered problems. Some exam-
ples illustrating the results are presented.
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1. Introducción

La más natural y cerrada generalización del
análisis complejo es el análisis cuaterniónico, el
cual preserva muchos de sus resultados básicos.
Este está centrado alrededor de la noción de una
función hiperholomorfa, i.e., las soluciones que
anulan el operador de Cauchy Riemann reescri-
to en términos cuaterniónicos. Para un profun-
dización de dicha teorı́a se recomienda la lec-
tura de [10, 11, 12]. Esta teorı́a, por más de
un siglo, ha probado ser una eficiente herra-
mienta para tratar una amplia clase de proble-
mas de contorno en casi todas las áreas de la
fı́sica y la ingenierı́a. No obstante, como se re-
porta tempranamente en la sección de proble-
mas del libro [16], existen considerables obstácu-
los para dar un tratamiento completo al proble-
ma de contorno tipo Riemann-Hilbert para fun-
ciones hiperholomorfas. En particular, está el he-
cho que el producto de dos funciones hiperholo-
morfas puede no ser hiperholomorfa a causa de
la pérdida de conmutatividad inherente en el pro-
ducto cuaterniónico. Esto explica por qué una
solución explı́cita para el problema de contorno
cuaterniónico de Riemann-Hilbert para funciones
hiperholomorfas, ha sido obtenida solo para el
caso particular del llamado problema del salto
(o algunas muy leves modificaciones de este),
donde la problemática de la multiplicación cu-
aterniónica puede ser esencialmente evitada. Sin
ninguna pretención de completitud se refiere a
[5, 6, 7, 8, 20] para un tratamiento de alguna
clase de problemas de contorno de Riemann-
Hilbert cuaterniónicos y Cliffordianos. El princi-
pal objetivo de este trabajo es dar un tratamiento
completo a una clase de problemas de contorno
compuestos de Riemann-Hilbert para funciones
holomorfas e hiperholomorfas donde una de las
dos condiciones de contorno es cargada. Sorpre-
sivamente, los resultados concernientes al caso
hiperholomorfo son mucho más satisfactorios que
los concernientes al holomorfo. Un acercamiento
a los problemas compuestos de Riemann-Hilbert
se realizó, por ejemplo, en [2] y más tarde gener-
alizada para el análisis de Clifford en [3].

2. Preliminares

Sea H(R) el casi campo de los cuaternios
reales y sea e0 = 1, e1, e2, e3 las unidades cua-
terniónicas tal que satisfacen la condición

eiej + ejei = −2δij , i, j = 1, 2, 3

e1e2 = e3; e2e3 = e1; e3e1 = e2.

Para cada a = a0 + a =
∑3
j=0 ajej , la norma de

a es definida por |a|2 =
∑3
j=0 a

2
j . Además, para

a, b de H se cumple: |ab| = |a||b|. El elemento
conjugado ā está dado por ā = a0 − a y se tiene
las propiedades aa = aa = |a|2; a0 := Sc [a] es
llamado parte escalar y a := ~a es llamado parte
vectorial del cuaternio a. Si Sc [a] = 0 el cuaternio
a es llamado vector puro, y este es identificado
con un vector ~a de R3. En términos vectoriales,
la multiplicación de dos cuaternios arbitrarios a, b
puede reescribirse como sigue:

ab = a0b0 − ~a ·~b+ a0
~b+ b0~a+ ~a×~b. (1)

Aquı́ y en lo que sigue ~a · ~b denota el producto
escalar en R3 y ~a×~b denota el producto vectorial
usual en R3.
Además de las funciones complejas estándares
definidas en los subconjuntos de R2, se con-
sideran funciones definidas en los subconjuntos
de R3 que toman valores en H(R). Estas últi-
mas pueden ser escritas como u =

∑3
j=0 ujej

donde uj toma valores reales. En ambos con-
textos mencionados, C0,ν(•) denota el conjunto
de funciones ν-Hölder (0 < ν ≤ 1) en •. El ope-
rador de Dirac elı́ptico de primer orden (también
llamado Moisil-Teodorescu) se define por

D =

3∑
j=1

ej∂xj
,

donde la solución fundamental está dada por

E(x) = − 1

4π

x

|x|3
=

1

4π
grad

1

|x|
.

Esto quiere decir que DE(x) = δ(x), siendo δ
la distribución delta de Dirac. Una función u que
toma valores en H(R), definida y diferenciable en
una región abierta Ω de R3, es llamada hiperholo-
morfa en Ω si y sólo si Du = 0 en Ω.

3. Problemas cargados en dos y tres dimen-
siones

3.1. El caso complejo

Mientras no se aclare lo contrario se asume
que Ω es un dominio simplemente conexo y aco-
tado de R2 con frontera suficientemente suave
Γ. Se emplea la notación temporal Ω+ := Ω,
Ω− := R2 \ (Ω ∪ Γ).
Se comienza por recordar el ası́ llamado proble-
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ma del salto para funciones holomorfas, que con-
siste en encontrar una función ψ, holomorfa en
R2 \ Γ que satisfaga

ψ+(t)− ψ−(t) = g(t), t ∈ Γ, ψ−(∞) = 0 (2)

donde g es una función continua dada en Γ, y
ψ±(t) representa los valores lı́mites de la función
deseada ψ en el punto t ∈ Γ cuando se tiende
al punto desde Ω±, respectivamente. Por el abu-
so de notación, también escribimos ψ±, para las
respectivas restricciones de ψ a Ω±. Como es
conocido de la literatura clásica (ver, [9, 13, 17]),
si una solución de (2) existe, es única y puede ser
dado por la ası́ llamada transformada de Cauchy

ψ(z) :=
1

2πi

∫
Γ

g(τ)

τ − z
dτ.

Observación 1. Si se enfoca la atención en solu-
ciones de (2) regular en ∞ se tendrán muchas
soluciones de la forma ψ(z) + b, donde b ∈ C es
arbitrariamente elegido.

Sea t0 ∈ Γ y supóngase que g ∈ C0,ν(Γ).
Considérese el siguiente problema de salto car-
gado para funciones holomorfas. Hallar la función
φ, holomorfa en R2 \ Γ y satisfaciendo:

φ+(t)φ−(t0)− φ−(t)φ+(t0) = g(t), (3)

t ∈ Γ, φ−(∞) = 0

Algunos antecedentes, a los que el lector puede
remitirse, se encuentran en [1, 18, 19]. En una
primera mirada, una condición de compatibilidad
g(t0) = 0 emerge naturalmente. Ciertamente, ha-
ciendo t = t0 en (3), se obtiene

g(t0) = φ+(t0)φ−(t0)− φ−(t0)φ+(t0) = 0

Ya que g ∈ C0,ν(Γ), entonces puede ser repre-
sentado en Γ por

g(t) = ψ+(t)− ψ−(t), (4)

donde como se dijo anteriormente

ψ(z) :=
1

2πi

∫
Γ

g(τ)

τ − z
dτ.

Combinando(3) y (4) con los teoremas de
Painleve y Liouville, se obtiene

ψ+(t) = φ+(t)φ−(t0), ψ−(t) = φ−(t)φ+(t0),

y por tanto

ψ+(t0) = φ+(t0)φ−(t0), ψ−(t0) = φ−(t0)φ+(t0).

Consecuentemente, las condiciones ψ+(t0) 6= 0
y ψ−(t0) 6= 0 emergen, como condiciones nece-
sarias naturales de las suposiciones del proble-
ma. Luego,

φ+(z) =
ψ(z)

φ−(t0)
, z ∈ Ω+, φ

−(z) =
ψ(z)

φ+(t0)
, z ∈ Ω−

Lo que resta es determinar los valores de φ+(t0)
y φ−(t0). Teniendo en cuenta la condición de
compatibilidad resulta ψ+(t0) = ψ−(t0). En-
tonces se tiene la siguiente ecuación no lineal,

φ+(t0)φ−(t0) = ψ−(t0),

cuya solución general está dada por

φ+(t0) = c 6= 0, φ−(t0) =
ψ−(t0)

c

Consecuentemente, se deduce la solución gene-
ral de (3)

φ+(z) = c
ψ−(t0)ψ

+(z), φ−(z) = 1
cψ
−(z),

c ∈ C \ {0}.

Es fácil ver que las condiciones g(t0) = 0, ψ(t0) 6=
0 y ψ(t0) 6= 0 son también suficientes para la so-
lubilidad de (3).

Observación 2. De conformidad con la Obser-
vación 1, si la condición φ(∞) = 0 es reemplaza-
da por la regularidad de φ en∞, entonces la solu-
ción general de (3) está dada por

φ+(z) =
c

ψ−(t0) + b
(ψ+(z) + b),

φ−(z) = 1
c (ψ−(z) + b), c ∈ C \ {0},

para un número complejo arbitrario b 6= −ψ−(t0).

3.2. El caso cuaterniónico

El uso de los mismos sı́mbolos Ω, Ω± y Γ
para denotar los dominios y su frontera cuan-
do se consideran subconjuntos de R3, no causa
confusión. El problema del salto cargado para
funciones hiperholomorfas puede ser enunciado
análogamente como para las holomorfas.
Sea x0 un punto en Γ y sea g una función con va-
lores H que pertenece a C0,ν(Γ). Encontrar una
función Φ, hiperholomorfa en R3\Γ con Φ+(x0) 6=
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0, Φ−(x0) 6= 0 y satisfaciendo:

Φ+(x)Φ−(x0)− Φ−(x)Φ+(x0) = g(x), (5)

x ∈ Γ, Φ−(∞) = 0.

En primer lugar nótese que la condición g(x0) = 0
ya no es necesaria en este caso, como una con-
secuencia directa de la no conmutatividad del
producto cuaterniónico.
Ya que g ∈ C0,α(Γ), se puede expresar en Γ co-
mo

Ψ+(x)−Ψ−(x) = g(x), x ∈ Γ,

donde

Ψ(x) =
1

4π

∫
Γ

y − x
|y − x|3

n(y)g(y)dy.

Los teoremas de Peinleve y Liouville para fun-
ciones (ver [4, 10]) permiten obtener

Φ+(x)Φ−(x0) = Ψ+(x), x ∈ Ω+

y
Φ−(x)Φ+(x0) = Ψ−(x), x ∈ Ω−.

En particular,

Ψ+(x0) = Φ+(x0)Φ−(x0),

Ψ−(x0) = Φ−(x0)Φ+(x0),

que implica las condiciones necesarias Ψ+(x0) 6=
0 y Ψ−(x0) 6= 0.
Por lo tanto,

Φ+(x) = Ψ+(x)[Φ−(x0)]−1, x ∈ Ω+

y
Φ−(x) = Ψ−(x)[Φ+(x0)]−1, x ∈ Ω−.

Para determinar los valores Φ+(x0), Φ−(x0) es
necesario considerar el sistema cuaterniónico

Ψ+(x0) = Φ+(x0)Φ−(x0)
Ψ−(x0) = Φ−(x0)Φ+(x0),

el cuál puede ser reescrito como el sistema ho-
mogéneo en las incógnitas Φ+

j , j = 0, . . . 3 si-
guiente:

(Ψ+
0 −Ψ−0 )Φ+

0 + (Ψ−1 −Ψ+
1 )Φ+

1 +

(Ψ+
1 −Ψ−1 )Φ+

0 + (Ψ+
0 −Ψ−0 )Φ+

1 −
(Ψ+

2 −Ψ−2 )Φ+
0 + (Ψ+

3 + Ψ−3 )Φ+
1 +

(Ψ+
3 −Ψ−3 )Φ+

0 − (Ψ+
2 + Ψ−2 )Φ+

1 +


+(Ψ−2 −Ψ+

2 )Φ+
2 + (Ψ−3 −Ψ+

3 )Φ+
3 = 0,

−(Ψ+
3 + Ψ−3 )Φ+

2 + (Ψ+
2 + Ψ−2 )Φ+

3 = 0,

+(Ψ+
0 −Ψ−0 )Φ+

2 − (Ψ+
1 + Ψ−1 )Φ+

3 = 0,

+(Ψ+
1 + Ψ−1 )Φ+

2 + (Ψ+
0 −Ψ−0 )Φ+

3 = 0,

(6)

donde Ψ±j y Φ+
j denotan los componentes reales

de Ψ±(x0) y Φ+(x0), respectivamente. Sea deno-
tada por A la matriz del sistema anterior, i.e.,

A =


(Ψ+

0 −Ψ−0 ) (Ψ−1 −Ψ+
1 )

(Ψ+
1 −Ψ−1 ) (Ψ+

0 −Ψ−0 )
(Ψ+

2 −Ψ−2 ) (Ψ+
3 + Ψ−3 )

(Ψ+
3 −Ψ−3 ) −(Ψ+

2 + Ψ−2 )

(Ψ−2 −Ψ+
2 ) (Ψ−3 −Ψ+

3 )
−(Ψ+

3 + Ψ−3 ) (Ψ+
2 + Ψ−2 )

(Ψ+
0 −Ψ−0 ) −(Ψ+

1 + Ψ−1 )
(Ψ+

1 + Ψ−1 ) (Ψ+
0 −Ψ−0 )

 .

Entonces, el sistema homogéneo (6) tiene solu-
ción no trivial si y sólo si A tiene determinante
cero. En ese caso, la solución general de (5)
está dado por

Φ+(x) = Ψ+(x)c[Ψ−(x0)]−1,
Φ−(x) = Ψ−(x)[c]−1.

donde c = (c0, c1, c2, c3) es cualquier solución
no nula de (6). Se puede ver que la condición
g(x0) = 0 es suficiente para tener una solución no
nula del sistema (6). Esta condición no es nece-
saria como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1

Sea Γ la esfera tridimensional {x ∈ R3 : |x| =
3
2} y x0 = e1 + e2 + e3

2 . Considérese la función

g(x) =
x− 2e1

|x− 2e1|3
+

x

|x|3
,

definida en Γ.
Nótese que g(x0) = g(e1 + e2 + e3

2 ) = − 16
27e2 −

8
27e3 6= 0, Ψ+(e1+e2+ e3

2 ) = 8
27e1− 8

27e2− 4
27e3 6= 0

y Ψ−(e1 + e2 + e3
2 ) = 8

27e1 + 8
27e2 + 4

27e3 6= 0.
Aplicando el método propuesto a este ejemplo,
se llega a la matriz

A =


0 0 16

27
8
27

0 0 0 0
− 16

27 0 0 − 16
27

− 8
27 0 16

27 0

 ,

cuyo determinante es cero. Luego de algunos
cálculos se encuentra la solución general de (5),
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dada por

Φ+(x) = − x− 2e1

|x− 2e1|3
(−a+ be1 −

a

2
e2 + ae3)·

·(−3

2
e1 −

3

2
e2 −

3

4
e3),

Φ−(x) =
x

|x|3
[−a+ be1 −

a

2
e2 + ae3]−1,

donde a, b ∈ R no son cero simultáneamente.

Observación 3. Si se reemplaza la condición
Φ(∞) = 0 por la regularidad de Φ en∞, entonces
la solución general del problema está dada por

Φ+(x) = (Ψ+(x) + b)c[Ψ−(x0) + b]−1,

Φ−(x) = (Ψ−(x) + b)[c]−1,

donde b /∈ {−Ψ−(x0),−Ψ+(x0)}, el determinante
de la matriz

Ab =


(Ψ+

0 −Ψ−0 ) (Ψ−1 −Ψ+
1 )

(Ψ+
1 −Ψ−1 ) (Ψ+

0 −Ψ−0 )
(Ψ+

2 −Ψ−2 ) (Ψ+
3 + Ψ−3 + 2b3)

(Ψ+
3 −Ψ−3 ) −(Ψ+

2 + Ψ−2 + 2b2)

(Ψ−2 −Ψ+
2 ) (Ψ−3 −Ψ+

3 )
−(Ψ+

3 + Ψ−3 + 2b3) (Ψ+
2 + Ψ−2 + 2b2)

(Ψ+
0 −Ψ−0 ) −(Ψ+

1 + Ψ−1 + 2b1)
(Ψ+

1 + Ψ−1 + 2b1) (Ψ+
0 −Ψ−0 ),


es cero y c = (c0, . . . , c3) denota una solución
no nula arbitraria del sistema lineal homogéneo
Ab c = 0.

4. Problemas de contorno compuesto com-
plejo y cuaterniónico

En esta sección se considera el problema de
contorno compuesto de Riemann-Hilbert en R2 y
R3 donde una de las dos condiciones de frontera
es cargada.

4.1. Un problema compuesto en análisis
complejo

Sea Ω como antes y tal que R2
+ := {z =

x + iy ∈ R2 : y > 0} contiene Ω ∪ Γ. Se está in-
teresado en encontrar una función φ(z), holomor-
fa en R2

+ \ Γ, con valores lı́mites continuos en
R2

0 ∪ Γ y tal que

φ+(t)φ−(t0)− φ−(t)φ+(t0) = g(t), (7)

t ∈ Γ, φ(∞) = 0,

<[φ(t)] = f(t), t ∈ R2
0. (8)

donde φ+(t0) 6= 0, φ−(t0) 6= 0, y R2
0 := {z =

x + iy ∈ R2 : y = 0}. Se escribe <z para la
parte real de z.
Aquı́ como antes, g es una función ν−Hölder en
Γ al igual que f lo es en cualquier subconjunto
compacto de R2

0. Además, para t ∈ R2
0, con |t|

suficientemente grande, es requerida la siguiente
condición (ver [13]):

|f(t)− f(∞)| ≤ M

|t|ν
, 0 < ν ≤ 1. (9)

Nótese que como φ se hace cero en∞ esto impli-
ca la condición de compatibilidad f(∞) = 0. Para
dar solución a este problema se introduce una
modificación del método de eliminación prove-
niente de [13, 14, 15]. Primero se encontrará una
función φ1(z) holomorfa en (R2

+ \Γ)∪{∞} y con-
tinua sobre R2

0 satisfaciendo la relación de salto
cargado en (7), haciendo caso omiso de (8) y la
condición de nulidad en∞, por ahora.
Siguiendo el método usado en la sección previa,
se tiene que si g(t0) = 0, entonces la función

φ+
1 (z) =

c

ψ+(t0) + b
(ψ+(z) + b),

φ−1 (z) = 1
c (ψ−(z) + b), c 6= 0, b 6= −ψ+(t0),

es una solución de este problema, donde

ψ(z) =
1

2πi

∫
Γ

g(τ)

τ − z
dτ.

En general <[φ1(t)] 6= f(t). Se buscará una fun-
ción φ, solución de (7)-(8), en la forma φ(z) =
φ1(z) + U(z), tal que U(z) sea alguna función
holomorfa adecuada en R2

+ \ Γ que será constru-
ida. Por lo tanto, el problema original se transfor-
ma en encontrar U(z), holomorfa en R2

+ \ Γ, y tal
que

[φ+
1 (t) + U+(t)][φ−1 (t0) + U−(t0)]−

−[φ−1 (t) + U−(t)][φ+
1 (t0) + U+(t0)] = g(t), t ∈ Γ,

<[U(t)] = f(t)−<[φ1(t)], t ∈ R2
0.

La construcción de tal función auxiliar U será lle-
vada a cabo imponiendo las suposiciones adi-
cionales U+(t0) = U−(t0) = 0. Entonces, el pro-
blema previo se reduce a

U+(t)φ−1 (t0)− U−(t)φ+
1 (t0) = 0, t ∈ Γ, (10)

<[U(t)] = f(t)−<[φ1(t)] =: f∗(t), t ∈ R2
0, (11)
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donde f∗ obviamente satisface la condición (9).
Debido al teorema de Painleve, cualquier solu-
ción de (10) necesita ser holomorfa en R2

+. En-
tonces una solución de (10)-(11) está dada por

U(z) =
φ+

1 (t0)

φ−1 (t0)
(

1

πi

∫
R

f∗(τ)

τ − z
dτ + id), z ∈ Ω+

U(z) =
1

πi

∫
R

f∗(τ)

τ − z
dτ + id, z ∈ Ω− ∩ R2

+,

para cualquier número real d.
Por supuesto, se tiene que tener cuidado acerca
de la suposición U+(t0) = U−(t0) = 0, i.e.,

1

πi

∫
R

f∗(τ)

τ − t0
dτ + id =

=
1

πi

∫
R

f(τ)−<[ (ψ(τ)+b)
c ]

τ − t0
dτ + id = 0,

o equivalentemente

1

πi

∫
R

f(τ)−<[ψ(τ)
c ]

τ − t0
dτ −<(

b

c
) + id = 0. (12)

Sea c ∈ C \ {0} fijado y considerando

k(c) := k0 + ik1 :=
1

πi

∫
R

f(τ)−<[ψ(τ)
c ]

τ − t0
dτ. (13)

Ahora, la condición (12) implica <( bc ) = k0, d =
−k1. Luego, para encontrar una solución de (7)-
(8) que se anula en∞ es necesario asegurar que

φ(∞) =
ψ(∞)

c
+
b

c
+

1

πi

∫
R

f(τ)−<[ψ(τ)
c ]

τ −∞
dτ−

−<[
b

c
] + id = 0,

lo cual es el equivalente a decir

b

c
−<[

b

c
] + id = 0.

Por lo tanto, se obtiene −d = k1.
Se puede tomar b

c = k(c) cada vez que k(c)c 6=
−ψ+(t0).
Resumiendo, si g(t0) = 0, f(∞) = 0 y existe
c ∈ C \ {0} tal que k(c)c 6= −ψ+(t0), se obtiene
una solución de (7)-(8) dada por

φ+(z) =
c

ψ+(t0)
c + k(c)

[
ψ(z)

c
+

+
1

πi

∫
R

f(τ)−<[ψ(τ)
c ]

τ − z
dτ ], z ∈ Ω+

φ−(z) =
ψ(z)

c
+

1

πi

∫
R

f(τ)−<[ψ(τ)
c ]

τ − z
dτ,

z ∈ Ω− ∩ R2
+,

donde k(c) está dado por (13).
Nótese que aunque las soluciones parciales de
(7) y (8) no se anulan en∞, ellas permiten cons-
truir una solución de (7)-(8) que se anula en∞.

5. Un problema compuesto en análisis cua-
terniónico

En esta subsección se mantienen las nota-
ciones para los dominios Ω, Ω± y Γ, excepto que
en esta ocasión son considerados como subcon-
juntos de R3

+ := {x ∈ R3 : x3 > 0}. Análoga-
mente, se utiliza la notación R3

0 := {x ∈ R3 :
x3 = 0}. Ahora el problema consiste en encon-
trar una función Φ(z), hiperholomorfa en R3

+ \ Γ,
con valores lı́mites continuos sobre R3

0 ∪ Γ y tal
que

Φ+(x)Φ−(x0)− Φ−(x)Φ+(x0) = g(x), (14)

x ∈ Γ, Φ(∞) = 0,

Sc[Φ(x)] = f(x), x ∈ R3
0. (15)

donde Φ+(x0) 6= 0,Φ−(x0) 6= 0.
Esta vez se asume que g es una función con va-
lores en H de Hölder sobre Γ. Por otra parte f
es una función real, de Hölder en cualquier sub-
conjunto compacto de R3

0 y que satisface para |x|
grande la misma condición (9), i.e.

|f(x)− f(∞)| ≤ M

|x|ν
, 0 < ν < 1. (16)

Aquı́ esencialmente se procederá de forma
análoga al caso complejo. Primero se encon-
trará una función Φ1(x) hiperholomorfa en R3

+ \Γ,
acotada en ∞ y continua sobre R3

0 satisfaciendo
la relación de salto cargado en (14), haciendo ca-
so omiso de (15) y la condición de nulidad en ∞
por ahora.
Supóngase primero que g(x0) = 0. En este caso
la matriz Ab tiene la forma

Ab =


0 0
0 0
0 (Ψ+

3 + Ψ−3 + 2b3)
0 −(Ψ+

2 + Ψ−2 + 2b2)
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0 0
0 0
0 (Ψ+

3 + Ψ−3 + 2b3)
0 −(Ψ+

2 + Ψ−2 + 2b2)

 .

Esto significa que se está en libertad de escoger
c = (c0, 0, 0, 0), con c0 ∈ R no nulo, a tı́tulo solu-
ción del sistema Ab c = 0. En este caso, se tiene
la solución

Φ+
1 (x) = (Ψ+(x) + b)c0[Ψ−(x0) + b]−1,

Φ−1 (x) =
1

c0
(Ψ−(x) + b), (17)

donde

Ψ(x) =
1

4π

∫
Γ

y − x
|y − x|3

n(y)g(y)dy

y b no es ninguno de los dos valores −Ψ−(x0) y
−Ψ+(x0).
En general Sc[Φ1(x)] 6= f(x). Se buscará una
función Φ, solución de (14)-(15), en la forma
Φ(x) = Φ1(x) + U(x), donde U(x) es alguna
función hiperholomorfa adecuada en R3

+ \ Γ que
será construida.
Otra vez el problema original es transformado en
el problema de encontrar U(x), hiperholomorfa
en R3

+ \ Γ, y tal que

[Φ+
1 (x) + U+(x)][Φ−1 (x0) + U−(x0)]−

−[Φ−1 (x)+U−(x)][Φ+
1 (x0)+U+(x0)] = g(x), x ∈ Γ,

Sc[U(x)] = f(x)−<[Φ1(x)], x ∈ R3
0.

Bajo la suposición U+(x0) = U−(x0) = 0, el pro-
blema previo se reduce a

U+(x)Φ−1 (x0)− U−(x)Φ+
1 (x0) = 0, x ∈ Γ,

Sc[U(x)] = f∗(x), x ∈ R3
0.

donde f∗(x) = f(x) − Sc[Φ1(x)]. Un análisis si-
milar al caso complejo, permite obtener una solu-
ción de este problema dada por

U+(x) = [
1

2π

∫
R3

0

y − x
|y − x|3

e3f
∗(y)dy + d]·

·Φ+
1 (x0)[Φ−1 (x0)]−1, x ∈ Ω+ (18)

U−(x) =
1

2π

∫
R3

0

y − x
|y − x|3

e3f
∗(y)dy + d, (19)

x ∈ Ω− ∩ R2
+.

La suposición previa U+(x0) = U−(x0) = 0 es
entonces equivalente a

1

2π

∫
R3

0

y − x0

|y − x0|3
e3[f(y)− Sc[Ψ−(y)c−1

0 ]]dy−

−Sc[bc−1
0 ] + d = 0.

Haciendo

k(c0) :=
1

2π

∫
R3

0

y − x0

|y − x0|3
e3[f(y)−Sc[Ψ−(y)c−1

0 ]]dy,

la anterior condición toma la forma

k(c0) = Sc[bc−1
0 ]− d,

o equivalentemente

Sc[k(c0)] = Sc[
b

c0
], k(c0) = −d. (20)

Obsérvese que siempre b y d pueden ser elegi-
dos para satisfacer (20). Luego, para encontrar
una solución de (14)-(15) que se anule en ∞ se
tiene que asegurar que

b

c0
− Sc[

b

c0
] + d = 0, (21)

Combinando (20) y (21) se obtiene b = c0k(c0).
Consecuentemente, siempre que existe c0 ∈ R
tal que

c0k(c0) /∈ {Ψ−(x0),Ψ+(x0)},

entonces la función Φ(x) = Φ1(x) + U(x) es una
solución de (14)-(15), donde Φ1(x) y U(x) están
dadas por (5) y (18)-(19), con b = c0k(c0) y d =
−k(c0). Teniendo en cuenta que c0 corre sobre
R \ {0}, la condición c0k(c0) /∈ {Ψ−(x0),Ψ+(x0)}
tiene buena probabilidad de suceder.
En el caso en que g(x0) 6= 0 algunas obstruc-
ciones aparecen en este método. Más concreta-
mente, en este caso el determinante de la matriz
Ab no es automáticamente cero sin importar el
valor de b, y por otro lado las soluciones no nulas
c de Ab c = 0 dependen fuertemente de b. La di-
ficultad es que no está claro cómo escoger b, c, d
para asegurar la condición de nulidad en el infini-
to de la solución Φ. Sin embargo, el ejemplo que
sigue muestra como la condición g(x0) = 0, no es
realmente necesaria.
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Ejemplo 3

Sea Γ = {x ∈ R3 : |x − 2e3| = 1} y x0 =√
3

4 e1 + 1
2e2 + 5

4e3 ∈ Γ. Considérese el problema:

Φ+(x)Φ−(x0)− Φ−(x)Φ+(x0) =

=
x

|x|3
+

x− 5
2e3

|x− 5
2e3|3

, x ∈ Γ, (22)

Sc[Φ(x)] = −
5
2

|x− 5
2e3|3

, x ∈ R3
0. (23)

donde Φ+(x0) 6= 0,Φ−(x0) 6= 0 y Φ(∞) = 0.

Se observa que g(x) =
x

|x|3
+

x− 5
2e3

|x− 5
2e3|3

no se

anula en x0. Siguiendo el método para el proble-
ma cargado, se tiene

Ψ+(x) = − x

|x|3
, Ψ−(x) =

x− 5
2e3

|x− 5
2e3|3

.

Como se muestra a continuación, b = 0 es un va-
lor adecuado para este propósito. En efecto, pro-
duce la matriz

A0 =


0

√
6

8

√
2

4 0

−
√

6
8 0 5

√
2

8 0

−
√

2
4 − 5

√
2

8 0 0
0 0 0 0

 ,

con determinante nulo.
Las soluciones de A0 c = 0 son c = c0 e3, para
cualquier número real no nulo c0. Conveniente-
mente, se escogerá c = e3, para obtener una
solución de (22)-(23) de la forma

Φ+(x) = − x

|x|3
(−
√

6

4
e2 +

√
2

2
e1 −

5
√

2

4
)

Φ+(x) =
x− 5

2e3

|x− 5
2e3|3

(−e3).

6. Conclusiones

En este trabajo se enuncia un problema de
tipo cargado y de tipo compuesto, para los ca-
sos complejo y cuaterniónico. Se encuentra una
condición necesaria y suficiente para la resolu-
ción del problema del salto cargado en el caso
complejo. Además, se demuestra que la condi-
ción análoga para el caso cuaterniónico es sufi-
ciente pero no necesaria, se obtiene una condi-
ción necesaria y suficiente para la solubilidad del
problema en este caso. También se demuestran

condiciones suficientes para que tenga solución
el problema compuesto donde una de sus condi-
ciones de contorno es de tipo cargado.
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[10] K. Gürlebeck; W. Sprössig. Quaternionic
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and Clifford Calculus for Physicists and En-
gineers, Wiley and Sons Publ., 1997.

[12] V. V. Kravchenko. Applied Quaternionic
Analysis, Heldemann Verlag, Berlin, 2003.

[13] J. K. Lu. Boundary value problems for
analytic functions, World Scientific Pub-
lish. Singapure, New Jersey, London Hong
Kong, 1993.

[14] E. Oboloshvili. Effective solution of some
boundary value problems in two and three
dimensional cases, Proceeding of Func-
tional Analytic Methods in Complex Anal-
ysis and applications to Partial Diff Equa-
tions, World Scientific, 149-172, 1988.

[15] E. Oboloshvili. Boundary and Initial Prob-
lems in Clifford Analysis, Sprössig, Wolf-
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Licenciado en Matemática. Pertenece a la So-
ciedad Cubana de Matemática y Computación.
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