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RESUMEN
El principal objetivo de este trabajo es el estudio de una clase de funciones definidas de R3 en R3 las
cuales dado un operador, similar al de Dirac, satisfacen propiedades de monogenicidad muy especı́fi-
cas de la clase. Además, a diferencia del caso cuaterniónico, dadas las restricciones impuestas, la
clase de la funciones inframonogénicas coincide con las armónicas. Es conocido que las funciones
armónicas en el caso complejo y cuaterniónico pueden ser expresadas como la suma de una función
monogénica y una antimonogénica en contraste a lo que sucede con las funciones definidas en un
dominio simplemente conexo de R3 en R3. Las funciones armónicas ortogonales en L2 a dicha suma
se denominan contragénicas.
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Properties of Monogenic Functions in R3

ABSTRACT
The aim of this paper is the study of a class of functions from R3 to R3 which, given an operator, similar
to Dirac, satisfy very specific monogenicity properties of the class. Moreover, unlike the quaternionic
case, given the constraints imposed, the class of inframonogenic functions is the same as the class
of harmonic functions. It´s known that the harmonic functions in the case of complex numbers or for
quaternions can be expressed as a sum of a monogenic function and an antimonogenic function in
contrast to the situation for harmonic functions from a simply connected domain in R3 to R3. Harmonic
functions orthogonal in L2 to all such sums are termed contragenic.

KEYWORDS:: monogenic, contragenic, harmonic functions, Almansi′ s descomposition.
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1. Introducción

Una generalización natural del análisis com-
plejo es el análisis cuaterniónico, este conserva
muchos de sus principales resultados. Este gi-
ra en torno de la noción de una función hiper-
holomorfa, es decir, las soluciones que anulan el
operador de Cauchy Riemann reescrito en térmi-
nos cuaterniónicos. Para una profundización de
la teorı́a antes mencionada se recomienda la lec-
tura de [15, 17, 18, 19, 20, 26, 27]. Esta teorı́a,
por más de un siglo, ha demostrado ser un eficaz
conjunto de herramientas para tratar una amplia
clase de problemas en casi todas las áreas de la
fı́sica y la ingenierı́a.

De manera análoga se estudia una clase
de funciones que se anulan bajo un ope-
rador que generaliza el operador de Cauchy-
Riemann en el caso complejo: las funciones
polimonogénicas. Estas surgen como general-
ización de las funciones monogénicas, las cuales
satisfacen la ecuación Df = 0 donde D es
el operador de Dirac. Análogamente las fun-
ciones polimonogénicas son las que satisfacen
Dnf = 0. Estas tienen gran importancia den-
tro de la matemática, particularmente las fun-
ciones bimonogénicas o polimonogénicas de or-
den 2, merecen especial atención ya que están
estrechamente vinculados con las biarmónicas.
De manera análoga, a las monogénicas, estas
poseen una fórmula de representación dada en
[10], lo cual posibilita un trabajo más cómodo con
esta clase de funciones. Un desarrollo de esta
teorı́a ası́ como otros resultados en la misma se
puede encontrar en [1, 4, 7, 9, 12, 25].

Las funciones poliarmónicas sobre un do-
minio de RN son las soluciones de la ecuación
diferencial ∆nf = 0 para algún n ∈ N donde
∆ es el operador de Laplace. Estas funciones
fueron extensamente estudiadas por Almasi en
[2] y [3]. El caso biarmónico, es decir cuando
n = 2, tiene conexión natural con problemas en
la teorı́a de elasticidad, este tema es tratado en
[21] y [24], y imagenologı́a radar, para esto ver
[5]. Existe una basta literatura sobre funciones
poliarmónicas. Para referencias básicas y resul-
tados ver [8, 11, 14, 16, 24].

Las funciones inframonogénicas fueron intro-
ducidas por primera vez en el artı́culo [22] es-
ta clase de funciones tienen relación con las
funciones polimonogénicas de orden 3 y con
las biarmónicas, además en este trabajo se ob-
tiene una descomposición de Fischer. Reciente-
mente fue obtenido en [23] una fórmula de re-

presentación para esta clase de funciones y se
da una descomposición de Almansi para esta
clase de funciones.

En el artı́culo [6] se hacen ciertas consi-
deraciones en virtud de definir la clase de fun-
ciones contragénicas ver [6]. Estos ajustes están
relacionados con definir un operador Tipo Moisil-
Theodorescu, y considerar funciones definidas
de R3 a R3.
Estos factores arrojan resultados muy particu-
lares dentro del propio Análisis cuaterniónico.

2. Análisis Cuaterniónico

A continuación se define un sistema numéri-
co que constituye una generalización de los
números complejos: los cuaternios.
Considérese al espacio R4 y a su base canónica

i0 = (1; 0; 0; 0),
i1 = (0; 1; 0; 0),
i2 = (0; 0; 1; 0),
i3 = (0; 0; 0; 1).

Es decir, si x ∈ R4 entonces a se expresa de
manera única como
a = a0i0 + a1i1 + a2i2 + a3i3

El producto cuaterniónico en R4 se define co-
mo:

∀j, i0ij = i0,
∀j ≥ 1, i2j = −i0,
i1i2 = −i2i1 = i3,
i2i3 = −i3i2 = i1,
i3i1 = −i1i3 = i2.

Según esta regla el producto es asociativo y dis-
tributivo, aunque se puede observar que no es
conmutativo. Además esta es la única manera de
definir el producto de manera tal que resulte un
álgebra sin divisores de cero.
En lo posterior se denotará al sistema construido
con el sı́mbolo H.
También, para a, b de H se cumple: |ab| = |a||b|.
El elemento conjugado ā está dado por ā = a0−a
y se tiene las propiedades aa = aa = |a|2;
a0 := Sc [a] es llamado parte escalar y a := ~a es
llamado parte vectorial del cuaternio a. Si Sc [a] =
0 el cuaternio a es llamado vector puro, y este es
identificado con un vector ~a de R3. En términos
vectoriales, la multiplicación de dos cuaternios ar-
bitrarios a, b puede reescribirse como sigue:

ab = a0b0 − ~a ·~b+ a0~b+ b0~a+ ~a×~b. (1)
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Aquı́ y en lo que sigue ~a · ~b denota el producto
escalar en R3 y ~a×~b denota el producto vectorial
usual en R3.

2.1. Funciones Monogénicas Laterales

El sistema de los números cuaterniónicos per-
mite la construcción de un Análisis muy poderoso
y cómodo: el análisis cuaterniónico.
A continuación se relacionan algunas defini-
ciones de notado interés para la concepción del
artı́culo.
En el espacio C2(Ω,H) se definen los operadores
(izquierdo-derecho) de Moisil-Theodorescu:

Di =

3∑
j=1

∂jej ,

Dd =

3∑
j=1

ej∂j .

Definición 2.1. Si una función f ∈ C2(Ω,H) sa-
tisface la condición Dif = 0 entonces se dice
que esta función es monogénica a la izquier-
da en Ω y si satisface Ddf = 0 monogénica a
la derecha. Se denotará al conjunto de las fun-
ciones monogénicas a la izquierda como M =
Mi y a las funciones monogénicas a la derecha
Md.

Observación 2.1. De manera general, las fun-
ciones monogénicas a la izquierda no son
monogénicas a la derecha y viceversa.

Una generalización de la clase de fun-
ciones citada anteriormente son las funciones
polimonogénicas que se definen como:

Definición 2.2. Una función f ∈ Ck(Ω,H) es lla-
mada polimonogénica (a la izquierda) de orden
k (o k-monogénica) en algún dominio Ω, si en
este dominio satisface la condición:

Dk
i f = 0 (2)

2.2. Funciones armónicas

En la Teorı́a de Funciones de Variable Com-
pleja se le da un tratamiento especial a una clase
de funciones que, entre otros elementos, per-
miten analizar el comportamiento de las partes
real e imaginaria de una función analı́tica, estas
son las llamadas funciones armónicas.
Alrededor de ellas se han desarrollado varios

temas que han aportado brillantes resultados, en-
tre ellos, el teorema de descomposición de Al-
mansi el cual se enuncia en este apartado.

Definición 2.3. Sean los operadores
∇ := (∂0, ∂1, ..., ∂n) y ∆ := ∇∇ =

∑n
i=0 ∂

2
i .

Una solución de la ecuación ∆f = 0 se denomina
función armónica.

Esta definición permite definir el concepto de
función poliarmónica que tiene aplicación en di-
versas ramas de la matemática.

Definición 2.4. Dado un entero positivo N se
dice que una función f ∈ CN (Ω,H) es po-
liarmónica de grado N − 1 si satisface:

∆N = 0 (3)

Teorema 2.1. Si f es una función poliarmónica
de grado k en un dominio estrellado con cen-
tro 0, entonces existen f0, f1, ..., fk−1 únicas,
armónicas en Ω tales que:

f(x) = f0(x) + |x|2f1(x) + ...+ |x|2(k−1)fk−1(x)

Para el propósito de este trabajo es necesario
definir la clase de funciones inframonogénicas
que, como se verá posteriormente, guardan una
estrecha relación con las funciones armónicas.

Definición 2.5. Sea f ∈ CN (Ω,H), a las fun-
ciones que son solución de la ecuación

DifDi = 0 (4)

se denominan funciones inframonogénicas.

A continuación se presentan algunas
propiedades de las funciones inframonogénicas
que avalan la importancia de su estudio.

1. Si una función f es inframonogénica en
Ω ∈ Rm y toma valores en R entonces es
armónica en Ω.

2. Las funciones monogénicas a la izquierda y
a la derecha son inframonogénicas.

3. Si una función f es inframonogénica en
Ω ∈ Rm entonces es solución del sistema
~∂3f = 0 = f ~∂3.

4. Toda función inframonogénica f ∈ C4(Ω)
es biarmónica.
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3. Funciones Monogénicas

En estudios recientes se le ha prestado espe-
cial atención a las funciones hiperholomorfas de
R4 a R3 y de R3 a R4, en el presente artı́culo se
analiza la monogenicidad de funciones definidas
de R3 en R3 respecto a un operador tipo Moisil-
Theodorescu.

3.1. Funciones Monogénicas

Las funciones monogénicas que se definen a
continuación, a pesar de estar definidas en un
espacio donde no se conserva la estructura de
anillo, tienen propiedades similares a las de las
funciones analı́ticas en C.
Sean x = x0 + x1e1 + x2e2,Ω ⊂ R3 un conjun-
to abierto y sea HR el espacio de las funciones
armónicas definidas en Ω.
Considerando los operadores D y D̄ (tipo Moisil-
Theodorescu),

~∂ = ∂x1
e1 + ∂x2

e2,

D = ∂x0
− ~∂,

D̄ = ∂x0 + ~∂,

se define la clase de las funciones monogénicas
a la izquierda como:

M := {f = f0+f1e1+f2e2 ∈ C1(Ω,R3) : D̄f = 0}

Obsérvese que las funciones monogénicas
son armónicas por la factorización del laplaciano
∆ = DD̄ = D̄D en R3.

Definición 3.1. Se dice que una función
f ∈ C1(Ω,R3) es antimonogénica si Df = 0

Consecuentemente,

Teorema 3.1. Una función f ∈ C1(Ω,R3) es
monogénica a la izquierda si y solo si es
monogénica la derecha. El conjunto de las fun-
ciones conjugadas de funciones monogénicas
coincide con las funciones antimonogénicas.

Demostración:

−e3D̄fe3 = −e3(∂0 + ~∂)(e3)(−e3)(f0 + ~f) =

= (∂0 − ~∂)(f0 − ~f) = Df̄

Por tanto, D̄f = 0 ⇔ Df̄ = 0 ⇔ fD̄ = 0.
En lo posterior se hará referencia a estas fun-
ciones como monogénicas, ya que los conceptos
de monogénica a la izquierda y a la derecha co-
inciden.

3.2. Funciones Inframonogénicas

Esta subsección está dedicada al análisis de
la ecuación DfD̄ = 0 con f,D y D̄ definidos co-
mo al inicio de la sección.

Teorema 3.2. Sea f ∈ C1(Ω,R3) entonces una
función f es solución de la ecuación DfD̄ = 0 si
y solo si es solución de la ecuación ∆f = 0.

Para la demostración del Teorema 3.2 se
analiza primeramente la expresión DfD̄ donde
se aplica a f el operador D̄ por la derecha y
luego al resultado se le aplica D por la izquier-
da como se presenta a continuación, asumiendo
el producto cuaterniónico como se definió al inicio
de la Sección 3.

DfD̄ = D(fD̄) =

= (∂x0 − ∂x1e1 − ∂x2e2)[(f0 + f1e1 + f2e2)(∂x0+

+∂x1
e1 + ∂x2

e2)] =

= (∂x0
− ∂x1

e1 − ∂x2
e2)[∂x0

f0 − ∂x1
f1 − ∂x2

f2+

+(∂x0
f1 + ∂x1

f0)e1 + (∂x0
f2 + ∂x2

f0)e2+

+(∂x1f2 − ∂x2f1)e3] =

= ∂2x0
f0−∂x0∂x1f1−∂x0∂x2f2+∂x1∂x0f1+∂2x1

f0+

+∂x2
∂x0

f2+∂2x2
f0+(−∂x1

∂x0
f0+∂2x1

f1+∂x1
∂x2

f2−

−∂x2
∂x1

f2+∂2x2
f1+∂2x0

f1)e1+(∂2x0
f2+∂x0

∂x2
f0−

−∂x2
∂x0

f0+∂x2
∂x1

f1+∂2x2
f2∂

2
x1
f2−∂x1

∂x2
f1)e2+

+(∂x0∂x1f2 − ∂x0∂x2f1 − ∂x1∂x0f2 − ∂x1∂x2f0+

+∂x2∂x0f1 + ∂x2∂x1f0)e3.

Como f0, f1, f2 ∈ C(Ω,R) se cumple que:

∂xi
∂xj

fk = ∂xj
∂xi

fk,

con i, j, k = 0, 1, 2.
Por tanto se tiene que

DfD̄ = ∂2x0
f0 + ∂2x1

f0 + ∂2x2
f0 + (∂2x0

f1 + ∂2x1
f1+

+∂2x2
f1)e1 + (∂2x0

f2 + ∂2x1
f2 + ∂2x2

f2)e2,

entonces
DfD̄ = ∆f

por lo que se puede concluir que la clase de las
funciones inframonogénicas coincide con la clase
de las funciones armónicas.
Para estudios posteriores se pretende encontrar
una descomposición Tipo Almansi para las fun-
ciones bimonogénicas por lo que el siguiente teo-
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rema resulta ser una herramienta viable.

Teorema 3.3. Sea f ∈ C1(Ω,R3) entonces si una
función f es solución de la ecuación D̄2f = 0
también es solución de la ecuación ∆2f = 0.

Demostración:

D̄2f = D̄(D̄f) = 0,

por tanto
DD̄(D̄f) = 0

y por factorización del laplaciano

∆(D̄f) = 0

luego por f ∈ C1(Ω,R3) y ∆ un operador real
resulta que ∆ y D̄ conmutan, o sea

D̄∆f = 0

aplicando nuevamente D a ambos miembros de
la ecuación

DD̄∆f = 0

y, nuevamente, por la descomposición del lapla-
ciano

∆2f = 0

y ası́ concluye la demostración del teorema.

4. Conclusiones

Los resultados obtenidos permiten concluir
que:

1. Las funciones monogénicas a la izquierda
son monogénicas a la derecha, con las re-
stricciones impuestas.

2. La clase de funciones inframonogénicas y
las armónicas es la misma.

3. La funciones bimonogénicas son
biarmónicas.
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en álgebras parametrizadas. Boletı́n de la
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functions, Birkhäusser, Basel - Boston -
Berlin, 2008.

[23] A. Moreno, T. Moreno, R. Abreu and J. Bo-
ry .Cauchy Integral formula for inframono-
genic functions in Clifford Analysis.(to ap-
pear in Advances and Aplied Clifford Alge-
bras).

[24] M. Nicolesco. Les Fonctions Polyhar-
moniques, Actualités Sci. Indust., vol. 331,
Hermann, Paris, 1936.

[25] V. Palamodov. Domains of existence of
polymonogenic functions. Gent, 2007.

[26] J. Ryan. Clifford algebras in analysis and
related topics, CRC Press. Boca Raton,
New York. London. Tokyo, 1996.

[27] M. V. Shapiro; N. L. Vasilevski. Quaternion-
ic ψ-hyperholomorphic functions, singular
integral operators and boundary value
problems. I. ψ-hyperholomorphic function
theory. Complex Variables Theory Appl. 27
(1995), no. 1, 17-46.

SOBRE LOS AUTORES
Marisel Avila Alfaro trabaja en la Universidad
de Holguı́n como recién graduada, es Licencia-
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